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1. Introduccion

Considera la tabla de multiplicacién de 10 x 10. Varios ntimeros entre 1 y 100 aparecen en la tabla, pero
algunos se repiten. En la tabla hay 42 nimeros distintos. ;Que tal si consideramos una tabla de 100 x 1007

Entonces tenemos 2906 nimeros distintos. Y en la tabla de 1000 x 1000 tenemos 248083. Llamemos N (n) al
N(n)

n2

nimero de nimeros distintos que aparecen en la tabla de multiplicaciéon de n x n. ;Cudl es el limite de
cuando n — co? Resulta que la respuesta es 0.

Teorema 1 (Teorema de la Tabla de Multiplicacién). Sea N(n) = #{ij |1 <i,j < n}. Entonces
N
it Y

n—oo n2

=0.

En este articulo daremos una introdducién a la teoria de niimeros probabilistica. Usaremos el problema de
la tabla de multiplicacién como motivacion para aprender técnicas y teoremas de teoria de nimeros analitica
y de teoria de nimeros probabilistica.

Uno de nuestros objetivos principales es demostrar un teorema cldsico de Hardy y Ramanujan [6] usando
técnicas probabilisticas basadas en ideas de Turdn [11]. El teorema es el siguiente:

Teorema 2 (Hardy-Ramanujan). Sea w(n) el nimero de divisores primos de n. Por ejemplo w(30) = 3 y
w(8) = 1. Entonces casi todos los enteros satisfacen que w(n) = loglogn. Para ser mds precisos. Digamos
que € > 0. Consideremos la desigualdad

|w(n) —loglogn| < eloglogn. (1)

Sea x un nidmero real positivo suficientemente grande. Consideremos el conjunto S(x) de nimeros n < x que
no satisfacen (1), entonces |S(x)| < ex.

Para poder demostrar este teorema, daremos un paseo por teoremas clasicos de teoria niimeros analitica
como el teorema de Mertens. Explicaremos algunas técnicas muy ttiles que se han usado en el siglo veinte
y terminaremos dando la demostracién ingeniosa que hizo Erdés, en [3], para demostrar el Teorema de la
Tabla Multiplicativa.
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8§ |10 |12 |14 |16 | 18 | 20
12 | 15 | 18 | 21 | 24 | 27 | 30
12 116 | 20 | 24 | 28 | 32 | 36 | 40
25 1301|3540 | 45| 50
12 118 | 24 | 30 | 36 | 42 | 48 | 54 | 60
14 | 21 | 28 | 35|42 |49 | 56 | 63 | 70
16 | 24 | 32 | 40 | 48 | 56 | 64 | 72 | 80
18 |27 | 36 | 45| 54 | 63 | 72 | 81 | 90
20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100
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Figura 1: Tabla de multiplicacién de 10 x 10. Consiste de 42 nimeros distintos.



2. Notacion

En teoria de ntimeros analitica uno trabaja en estimar ciertas funciones. A diferencia de algebra donde
se acostumbra tener férmulas exactas, en lo que estudiaremos aproximaremos funciones. Al aproximar, es
importante tener una idea de que tan grande es el error. Para medir el tamano de errores, tenemos dos tipos
de notacién muy comunes. El primero se llama notacién “Big Oh” (o notacién de Landau) y la segunda se
llama notacién de Vinogradov. La definicion es la siguiente:

Definicién 1 (Notacién de Landau y de Vinogradov). Sean f y g dos funciones reales. Entonces decimos que
f(n) = 0(g(n)) si existe un real positivo k tal que |f(n)| < k|g(n)| para todo n. En lugar de O, la notacidn
de Vinogradov usa el simbolo <. Es decir, si f(n) = O(g(n)) entonces podemos escribir f(n) < g(n).

En algunos casos en lugar de querer acotar con un multiplo de g(n), queremos demostrar que f(n) es
mucho maés chica asintéticamente. Tenemos la siguiente definicién para esos casos:

Definicién 2. Sean f y g funciones. Decimos que f(n) = o(g(n)) si

. f(n)
oy = O

En el caso que el limite de la proporcidn es 1 (en lugar de 0), decimos que f es asintdtico a g y escribimos
f(n) ~g(n).

Algunos ejemplos para hacer la notacién més clara.

. Podemos reescribir esto como

Ejemplo 1. Sabemos que 1 +2+ ...+ n = w

n2
L+2+4. . 4+n="+0(n).

.7 . . . .7 2 . 7z 7
En tal notacién estamos indicando que una buena aproximacién es %-. Esto sirve mds cuando las férmulas
son mas complicadas. Por ejemplo, la férmula para 1% +2*F + 3% + ... +7n* es muy complicada en términos de
k (por ejemplo, véase [7]), pero podemos aproximarla muy bien. Primero, demos una cota superior usando

integrales. Como z* es creciente, tenemos

- k k nkd nhtt k nhtl O(nk
v < tvdt = -1 =
;j <n +/1 r 1 +n k:+1+ (n"),

y
n n k+1 k+1 k+1
ke & n 2 n
>1 ttdt =1 - = O(1).
jz:;j B +/2 TERr1 Rel kr1 oW
Entonces tenemos que la suma 1% +2F + .. + nF = ’}:Ill + O(n*). Es decir, la aproximamos por 7}:—; y

tendrfamos un error con orden de magnitud n*. Si n es muy grande, el error es mucho més chico que el
término principal.

Para el resto del articulo, las letras n y m se usaran s6lo con enteros positivos y las letras p y ¢ s6lo para
nimeros primos.

Ejemplo 2. La funcién w(n) determina el nimero de divisores primos del nimero n. Con la convencidn de
que p es primo, podemos escribir w(n) de la siguiente manera:

wn)=> 1. (2)
pln

En el ejemplo anterior ademéas de fijar la idea de que p es primo, podemos ver como lo usamos en una
suma. Una suma se hace para todos los nimeros que satisfagan cierta condicién. En el caso de (2), la
condicién para ser un sumando es p|n.

Siguiendo la convencién de teoria de ntdmeros analitica, usaremos log(n) para el logaritmo natural de n.
Es decir log(e®) = x. Otra funcién que usaremos es la funcién parte entera: |z] es el entero menor o igual a
2 mds cercano a z. Por ejemplo [3,1] =3y L%J =0.



3. Resultados Preliminares

Un resultado que necesitaremos es una version logaritmica de la férmula de Stirling. La férmula de Stirling
dice que n! ~ (%)n v27mn. Esta formula es un poco dificil de demostrar y no necesitamos algo tan fuerte
para este articulo, pero podemos demostrar la siguiente versién mas sencilla:

Lema 1 (Stirling Logaritmico). Sea n un entero positivo. Entonces
log(n!) = nlogn — n 4+ O(log(n)). (3)

Demostracion. Primero notemos que log(n!) = > .. log(j). Como log es una funcién creciente entonces

tenemos

Jj<n

Z log(y) < /n log(t) dt 4 log(n) = nlog(n) —n + 1 +log(n) = nlog(n) — n + O(log(n)).

j<n 1

Por otro lado, tenemos

Zlog(j) >1+ /n log(t) dt = (nlog(n) — n) — (2log(2) — 2) + 1 = nlog(n) — n + O(1).

Jj<n

Entonces acotamos a log(n!) por arriba por nlog(n) —n més un error de magnitud O(log(n)), y lo acotamos
por abajo con nlog(n) —n y un error de magnitud constante. Entonces log(n!) debe ser nlogn — n con un
error O(log(n)). O

Una férmula increiblemente 1til que usaremos varias veces, y que es una de las herramientas mas usadas
en teorfa de nimeros analitica es la siguiente:

Teorema 3 (Férmula de Sumacién de Abel). Sea {a,} una secuencia y sea f : R — R una funcion
diferenciable. Define A(x) como

A(x):Zan:m—i—ag—&—ag—i—...—i—am.

n<x

La sumacion de Abel o “Suma Parcial” es (para b >a >0):

b
S anf(m) = ABI®) - A@(0) - [ A@1 @t (1)

a<n<b

. . , .. b
Demostracion. Primero demostrémoslo para a y b enteros. Podemos suponer que a > 0. Dividamos fa en

pedazos:
b—a—1 ,q4it+1

b
/ AW f ydt= > / A@) f'(t) dt.
a i=0 a

+i

Como A(t) es constante entre dos enteros, tenemos

b—a—1 Lg+i+1 b—a—1 ati+1 b—a—1
> / A fydt= Y A(a—H’)/ fydt= > Ala+i)(fla+i+1)— fla+i)).
i=0 Jati i=0 a+i i—0
Pero ahora podemos cambiar el orden de la suma y cambiar las variables para obtener:
b—a—1 b—1
Y Ala+d)(flati+ D) = fla+i) = D> fUAG—1) —AQ)) + Ab —1)f(b) — A(a) f(a)
i=0 j=a+1

b—1
= AD)f(b) — apf(b) — A(a)f(a) = Y a;f(j)-

a+1



Por lo tanto .
[ aws 0= aw1e) - A@s@ ~ 3 anfo).
a a<n<b
Queda demostrado para a y b enteros. Hagdmoslo para a y b reales. Usando que lo demostramos para
enteros tenemos

5] ,
S afm) = S anf(n) = A(IB))S((b)) — A(la))f(lal) - / A (1) dt. (5)

a<n<b la]<n<|b] La]

Queremos demostrar que el lado derecho de (5) es el mismo que el lado derecho de (4). Restemos las dos
expresiones, tomando en cuenta que A(z) = A(|z]),

L]

b
Ab)(f(b) = f([])) — Ala)(f(a) = f(la])) + " A(t)f’(t)dt—/ A(t)f'(t) dt.

Esto nos da

b

A f () dt — /LbJ A(t)f(t) dt.

a

AD)(f(b) = f([b))) = Ala)(f(a) = f(la])) +/L J

Pero como A(t) es A(|a]) parat € (la],a) y A(t) = A(|b]) para t € (|b],b), tenemos que esta diferencia es

a b
A)(f(b) — f([0])) — Ala)(f(a) = f(la])) + A(la]) LJf’(l‘)dlt—A(U)J) W f(t)dt.

Usando que fcd f'(t)dt = f(d)— f(c), terminamos demostrando que la diferencia es 0. Que es lo que querfamos
demostrar. 0

4. Teorema de Mertens

El teorema de Mertens dice:

Teorema 4 (Mertens). Sea x > 3. Entonces

1
Z — =loglogx + O(1).

p<w

El teorema nos da una muy buena aproximacién de la suma de los reciprocos de los primos. Para poder
demostrar esto, tendremos que demostrar algunos lemas primero. El primero, un lema demostrado por Erdos
[2], nos da una cota superior para el producto de primos:

Lema 2.

[Ir<4 (6)

p<z

Demostracion. Basta demostrarlo para = entero ya que Hpgip = HngxJ py 4l*) < 47 Ademés podemos
suponer que z es primo, ya que el producto entre dos primos es 1, pero 4” sigue creciendo. Asi que podemos
suponer que x es primo. Para x = 2, el lado izquierdo de (6) es 2, mientras el lado derecho es 42 = 16. Para
x = 3, tenemos 6 contra 64. Asi que podemos suponer que x > 5. Como z es primo mayor a 2, entonces
x = 2k + 1 para algin entero k. Ahora notemos que si k41 < p < 2k + 1, entonces p| (2’“,:'1). Esto es porque
p|(2k + 1)!, pero p fk!'y p f(k+ 1)L Por lo tanto

% +1
< .
11 p(k+1)

k+1<p<2k+1



Ahora, el tridngulo de Pascal nos dice que

2k +1 2k +1 2k +1 ok
= 22k+1 — 9. 4F,
() () e ()

Pero el lado izquierdo es mayor o igual a (21‘; 1) + (2}5:—11) = 2(215:_11) Por lo tanto (2kkf11) < 4*. Usando
induccién tenemos:

IMr=1{ II » [T »] <ae ab = o
p<z p<k+1 k+1<p<2k+1
Es lo que queriamos demostrar. ]

De este lema podemos probar el siguiente lema:

Lema 3. Sea w(x) el nidmero de primos menores o iguales a x. Entonces w(x) = O (log‘/"&x)) .

Demostracion. Usando el Lema 2 y tomando logaritmos en (6) obtemos que
Z log(p) < log(4)x. (7)

p<z

Ahora, definamos la sucesi(’)n ay, definida por log(p) cuando n = p es primo, y a,, = 0 cuando n no es primo.

Definamos f(n) = log(n) Entonces, usando el Teorema de Abel (Teorema 3), obtenemos

w(x):ZI M det

T log(w) 2 tlog’(t)

p<z

Usando que ) _,log(p) < log(4)t, llegamos a que

w(z) <O ( . g”““(x)) +log(4) /2 ’ bgﬁ(t) dt. (8)

Notemos que si /z < t < z, entonces log(t) > 1 log(z). Por lo tanto

® 1 v Ty
/ —dt < / —5—dt + S—dt
2 log=(t) o log(t) vz log(z)

< Jaiqle ﬁ)20<10g2x(q;)>' 9)

log T

Usando (9) en (8) concluimos que 7(z) = O (@) O

El siguiente lema es casi Mertens:

Lema 4. )
Z 8P _ logz + O(1).
p<x
Demostracion. Sea n un entero positivo. Factoricemos n! como n! = 2¥2 - 3% . 5% ... FEntonces
log(n!) = velog(2) + v3log(3) + vs log(s Z vp log(p (10)

p<n

Como n! no tiene divisores primos mayores a n, por eso s6lo necesitamos considerar los sumandos con p < n
(con p > n,v, = 0). Ahora, es facil calcular v,. La idea es que el exponente mas grande de p que divide a



n! es el nimero de p’s que aparecen en el producto n(n — 1) ---(1). Tenemos una p por cada multiplo de p,
luego otra por cada miltiplo de p? y asi sucesivamente. Entonces

=2y B g

k=1 k=1
La razén por la que cortamos la suma con el término k = log(n)/log(p) es que si k > log(n)/log(p) entonces

L < 1y, por lo tanto, {p%J = 0. Combinando (10) con (11) llegamos a que

log(n!) = Y log(p) > HJ (12)

p<n k< Log(n) p
— log(p)

Ahora, L%J = 5% + O(1). Usando el Lema 1 en (12), tenemos

P
nlog(n) — n + O(log(n Zlogp Z ( ) Zlog Z o(1)
RS = R
log(n)
log(p) N logp
nlog(n) + O(n) =n Z — +n Z Z o + Z O(log(n)). (13)
p<n p<n k=2 p<n

Tenemos que

Esta suma converge, asi que es O(1). Usando el Lema 3 podemos ver que
> O(log(n)) = O(x(n) log(n)) = O(n). (15)
p<n

Finalmente, aplicando (14) y (15) a (13) llegamos a

nlog(n) + O(n) =n Z Ing(p) +O(n)

p<n

log(n) + (1) = 3 082)

p<n P

Esto es lo que queriamos demostrar en el caso £ = n, un numero natural. Si  no es natural, tenemos

S B 5 B pogog((a)) + O,

p<w b p<|z]
Como loglog(|z|) = loglog(z) + O(1), terminamos la demostracion. O
Finalmente estamos listos para demostrar Mertens:
Demostracion del Teorema de Mertens. Usaremos el Teorema de Abel y el Lema 4:
Z Z log ( 1 ) _ EPSI 1ng(p) + ’ Zpét IO%I)) dt
log(p) log(x) tlog?(t)

p<x p<z 2

,M t1 T
= ) +/2 ﬂog(t)dt+(9(/2 thgQ(t)dt>

= loglog(z) + O(1).




4.1. Notas Histdricas

Los resultados demostrados en este articulo han sido mejorados. El teorema de Mertens se puede escribir

como o . % = loglog(z) + B1 + O (#), donde B; es una constante (véase [9] para una demostracion).

log ()
Cabe notar, que el teorema de Mertens implica que hay infinitos nimeros primos, ya que loglog(z) crece
indefinidamente. La demostracion de que cualesquiera progresion aritmética a,a + b,a + 2b,..., con a y b

primos relativos, contiene infinitos primos (llamado el Teorema de Dirichlet) prueba algo més fuerte, prueba
que la suma de los reciprocos de tales primos diverge (es decir, se va al infinito). Es sorprendente que no hay
una demostracién general que no pruebe ese resultado més fuerte.! Una de las razones por las que es dificil
demostrar que hay infinitos primos gemelos (primos p tales que p+2 é p — 2 es primo) es que Brun (en [1])
demostré que la suma de los reciprocos de los primos gemelos converge.

El Lema 3 fue demostrado por primera vez por Chebyshev en 1848 con el objetivo de demostrar el postu-
lado de Bertrand.? En 1859, Riemann en uno de los articulos més famosos de la historia de las matematicas
([10]), explic6 una estrategia para demostrar el teorema de los niimeros primos que dice que 7(z) ~ 1ogm(x)'
El teorema fue demostrado en 1896 por Hadamard y Vallée-Poussin.

Ejercicio 1. Demuestra que existe una constante By tal que

1 1
ZZ; = loglog(z) + B1 + O <log(3¢)) .

p<z

De hecho, podemos calcular que

50 log(p) loo (+
g
B; =1 —loglog(2) —|—/ 2pzt L ) dt.
2 tlog™(t)

Ejercicio 2 (Segundo Teorema de Mertens). Demuestra que existe una constante Bo tal que

H. <1 - 11?> B 61_0}:(;?2 +o <log;(x)) .

p<z

Podemos calcular que

1
BQ:ZZW.

p k>2

Ejercicio 3. Demuestra que By + Bs de los ejercicios anteriores es v, la constante Fuler-Mascheroni:

1
v = lim Z 7~ log(n)

n—o00
k<n

5. El promedio y la varianza de w(n)

El promedio de una funcién aritmética f(n) es pg(z) = 23, _ f(n) y la varianza es
; <
op(@) = 3 ney (F(n) = pg(2))™.
Teorema 5. El promedio de w(n) es ~ loglog(x). Para ser mds especificos:

% Z w(n) =loglog(z) + O(1). (16)

n<z

1La demostracién clésica de que hay infinitos primos no implica que la suma de los reciprocos de los primos diverge.
2Para todo entero positivo n, existe un primo p que satisface n < p < 2n.



Demostracion. Empecemos escribiendo w(n) como suma:
E w(n) = E E 1.
n<z n<z pln

Ahora, cambiaremos el orden de la suma. En lugar de fijar n y ver cuantos primos p dividen a n, lo podemos
pensar como fijar un primo p y ver cuantos n son multiplos de p, es decir n = pm para alguna m. Tomando
en cuenta que || =z + O(1), obtenemos

zzl—zzl—zzl—zu LRSI

n<z pln p<z pm<z p<zm<2 p<z p<w p<w
x
7x1; + O(n(z)) = zloglog(z) + O(z) + O (log(m))

= zloglog(z) + O(z).
En las ecuaciones usamos el Teorema de Mertens y el Lema 3. Para concluir, basta dividir por x. O

Teorema 6. La varianza de w(n) es O(loglog(x)). Para ser mds especificos:

% > (w(n) —loglogz)” = O(loglog(x)). (17)

n<zx

Demostracion. Dividamos el problema en tres partes, separando la suma en tres sumas:

Z( (n) —loglog(x Zw ) — 2loglog(x )Zw( ) + (loglog(x 21—51 Sy + 53,  (18)

n<z n<z n<zx n<z

donde S1 = 3, _, w?(n), Sy = 2loglog(x) Yo w(n), y Sz = (log log(z))? > n<q 1. Por el Teorema 5,

tenemos
Sy = 2loglog(x)(xloglog(z) + O(x)) = 2x(loglog(x))? + O(x loglog(z)). (19)

S5 es facil de calcular, ya que es simplemente S3 = || (loglog(z))?. Nos falta calcular S;.

51=Zw2(n)zz Zl Zl :ZZl—i—ZZl.

n<z n<z \ p|n qln n<x pln n<z pln

q|n
PF#q

Esta ultima igualdad se obtiene separando en los casos donde tenemos primos iguales y en los que no. En la
primera suma, cambiamos el orden de los sumandos, tomando en cuenta que podemos agarrar p < x, ¢ < x
con p # q y pgln. En la segunda suma podemos usar el Teorema 5. Entonces tenemos:

RS SD IS ) 3

p<z qg<z ngﬁ n<z pln
q#p
= Z Z { J + xloglog(z) + O(x)
p<zq<lz
qF#p
— ZZ = + Z O(1) + zloglog(x) + O(x).
p<z q<x pq<z
qF#p

Para obtener la ultima igualdad, usamos que {ﬁJ es 0 si pg > x. Entonces el error sucede sélo en los casos

pg < z. Queremos contar todas las parejas (p,q) tales que pg < z. Pero entonces queremos los ntmeros



menores a x que son producto de dos primos. Por cada uno de estos nimeros, tenemos dos parejas (por el

orden de p y ¢). Entonces, hay a los mas 2z parejas. Por lo tanto qu<w O(1) = O(x). Entonces tenemos

s5=3% piq + zloglog(x) + O(x) =2 3 % 3 é + Oz loglog(x)) (20)

p<z q<z p<z "~ gq<w
a7#p q7#p
logl 1 1
=z Z loglogz + O(1) + O(zloglog(z)) = xloglog(x) Z — + O(xloglog(z)) (21)
p<z p p<z
= z(loglog(z))? + O(z loglog(x) + O(z loglog(x)) = z(loglog(x))? 4+ O(z log log(z). (22)

Usamos el Teorema de Mertens varias veces para llegar a esa conclusién. Ahora, combinando (19) con (20)
y el valor de S3 tenemos:

S1 — S5+ S35 = (z(loglog(z))?* + O(zloglog(z)) — (2z(loglog(z))* + O(z loglog(x))) + (z(loglog(x))?)
= O(zloglog(z)).
Al dividir por x, tenemos lo que querfamos demostrar. [

Comentario 1. Se puede demostrar que la varianza de w(n) es asimptdtica a loglog(n), pero requiere de
mds trabajo y de tener la version de Mertens mencionada en el Ejercicio 1.

Ejercicio 4. Demuestra que

1 1
o Y wl) = loglog(z) + 1 +0 ().

n<w
donde By es la misma constante que en el Ejercicio 1.
Ejercicio 5. Demuestra que
% Z (w(n) — loglog(z))? = loglog(z) + O(1).
n<w
Ejercicio 6. Demuestra

% Y (w(n) —loglog(x))* = loglog(z) + O (W) '

n<z

6. Casi todo n satisface que w(n) ~ loglog(n)

Estamos listos para demostrar nuestro teorema principal.

Demostracion del Teorema 2. Sea € > 0. Sea m.(x) el nimero de enteros n que satisfacen /z <n <z y
que |w(n) —loglog(n)| > eloglogn. Como n > \/x, entonces

loglog(n) > loglog(v/z) = log(1/2) + loglog x = log log(z) — log(2).
Por la desigualdad del triangulo

v

|e(loglog(z) — log(2)) — log(2)]
S logl
3 g log x.

|lw(n) —loglog(z)| > [[w(n) —loglog(n)| — (loglog(z) — loglog(n))|

V

La ultima desigualdad es cierta para x suficientemente grande, en particular para = que satisface
log log(z) > log(2) (24 2). Por lo tanto, si n es uno de los enteros que contamos en me(z), entonces
lw(n) — loglog(x)| > 5 loglog(x). Pero esto implica que

2

> (w(n) — loglog(x))* > me () = (log log(x))?. (23)
4

n<z



Por otro lado, el lado izquierdo de (23) es O(zloglog(x)). Eso implica que

T
me(w) = O (52 loglogx> '

Para 2 suficientemente grande, m.(x) < Sz porque loglog(x) — oo cuando 2 — co. Ahora los n que pueden
ser excepcién a (1), son los que estan en m.(z) o los nimeros n < /z. Como /2 < $z para z grande,
entonces el nimero de cuates que no satisfacen (1) es menor a € x. O

Comentario 2. La demostracion se ve un poco fea por la parte técnica de trabajar con €. Pero la filosofia
detrds de la solucion no es tan complicada. La idea es pensar como si fuera probabilidad. Tenemos una
distribucidn w cuyo promedio es loglogn (loglogn y loglogx son prdcticamente lo mismo porque log crece
muy lentamente) y cuya varianza es loglogn. Entonces, por el teorema de Chebyshev® de probabilidad,
tenemos que la probabilidad de que |w(n) —loglogn| > eloglogn es menor o igual a #{Zg(n) para alguna
constante K. Es decir se va a cero cuando n — 0o.

6.1. FErdds—Kac

Mencioné antes que la varianza de w(n) se puede calcular como loglog(n) mds un error pequeiio, pero
demostrar eso conlleva mas trabajo. En particular, se pueden calcular varios momentos de la distribucion y
ver que siguen una distribucién normal con promedio loglogn y varianza loglogn (véase [5], por ejemplo).
Esta propiedad la conjeturé Mark Kac en una plética en los anos treintas. Para fortuna de las matematicas,
Paul Erdés estaba en la platica y cuando Kac termind la platica, Erdés le mencioné una idea para demostrar la
propiedad. Este resultado se llama el Teorema Erdés—Kac y es donde nacié la teoria de niimeros probabilistica.

Teorema 7 (Erdés—Kac). Sean a y b reales tales que a < b. Sea S;(a,b) el nimero de n < x que satisface

loglog(n) 4+ av/loglog(n) < w(n) < loglog(n) + by/loglog(n).

Entonces

b
lim S2(@0 _ L / e /2 dt.
T—00 x \ 2T a

Ejercicio 7. Sea Q(n) el nimero de divisores primos con multiplicidad de n. Por ejempo Q2(8) = 3 porque el
2 aparece 3 veces, (24) = 4 porque 24 = 23 - 31. Demuestra que el Teorema 2 es cierto con §2 reemplazando
aw.

7. Conclusion

Después de nuestro paseo por algunos resultados importantes de la teoria de niimeros analitica, estamos
listos para dar un bosquejo de la demostracion del Teorema de la Tabla Multiplicativa de Erd6s. No daremos
la solucién completa, para invitar al lector a usar lo que ha aprendido para completar los argumentos.

Bosquejo de Demostracion del Teorema 1. Casi todos los niimeros j < n cumplen que Q(j) ~ loglogn. Lo
mismo para los niimeros ¢ < n. Entonces, casi todos los productos ij cumplen que

Q>i7) = Q@) + Q(J) = 2loglog(n).

Pero entonces, los nimeros que forman parte de N(n) son “raros”. Para ser mas especificos. Casi todos los
ntmeros menores o iguales a n? cumplen que

Q(n) ~ loglog(n?) = log(2log(n) = log(2) + loglog(n) ~ loglog(n).

3El teorema de Chebyshev dice que si p es el promedio de una distribucién X y o2 es la varianza, entonces la probabilidad

de que | X — p| > ko2 es a lo més 1712
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Como casi todos tienen loglog(n) divisores primos (con multiplicidad), y los que estdn en la tabla de multi-
plicacién tienen 2loglog(n), entonces son muy raros, es decir,

N
TR
n— n

=0.

O

Comentario 3. Erdds demostrd que N(n) = O (W) Luego Ford en [4] describid € con mds precision
calculando N(n) = O ((log(n))K(fZ);1og(n))3/2)’ donde K es descrito explicitamente. Koukoulopoulos en [8]

generalizo el problema a tablas multiplicativas en mds dimensiones.

Ejercicio 8. Completa la demostracion del Teorema de la Tabla de Multiplicacion.
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